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RESUM O
Neste trabalho, investigamos uma descrição microscópica da Ressonância Gigante de 
Dipolo, através das análises de espalhamento de eletrons.
A descrição microscópica, baseada no Método de Coordenadas Geradoras, dá expressões 
analíticas para a Hamiltoniana coletiva e paxa funções de onda coletiva dos núcleos com 
camada duplamente fechada O16 e Ca40.
As funções de onda são, então, analisadas através dos cálculos dos fatores de forma para 
o espalhamento de eletrons. Particularmente, calculamos o fator de forma transverso na 
aproximação de Born para ondas planas.
Finalizando, nossos resultados são comparados a novos dados experimentais, bem como 
também a antigos dados.
ABSTRA CT
In this work we investigate a microscopic description of the Giant Dipole Resonance 
through the electron scattering analysis.
The microscopic description, based upon the Generator Coordinate Method, give ana­
lytical expressions for the collective Hamiltonian and collective wavefunctions double closed 
shell nuclei O16 and Ca40.
The wavefunctions axe then analysed through the calculation of electron scattering form 
factors. We particularly calculate the transverse form factor in the Plane Wave Bom appro­
ximation.




IN TRO DUÇ ÃO . 
1.1 ...R ESSO N Â N C IA  GIG ANTE DE DIPOLO (RG D):
Em 1944, Migdal [1] previu, teoricamente, a existência de estados de ressonância nuclear 
com características de dipolo elétrico. De fato, em 1947 observou-se experimentalmente 
estados com frequência e largura grandes, característicos de ressonâncias, e com caráter de 
dipolo elétrico [2]. Estes estados ficaram, então, conhecidos como Ressonância Gigante de 
Dipolo (RGD).
Começou-se um amplo estudo sobre a RGD. Observou-se que ela era uma excitação 
comum a todos os núcleos com número de massa A  > 4, e que possuia as seguintes carac­
terísticas:
1) Largura entre 4 e 7 Mev, conforme diminuímos o número de massa;
2) Energia de excitação variando suavemente com A\
3) Exaure grande parte da regra da soma de Thomas-Reiche-Kuhn [3]. Para núcleos 
pesados, a RGD exaure aproximadamente 100% da TRK, enquanto para núcleos leves, como 
O16, ela exaure 50%, o que ainda é bastante. Este fato nos diz que a RGD tem um caráter 
coletivo de excitação dos nucleons.
1.2 ...M ODELOS M ACROSCÓPICOS PARA A RGD:
Os primeiros modelos para explicar a coletividade da RGD eram macroscópicos, baseados 
na Hidrodinâmica, e devem-se, principalmente, a Goldhaber e Teller [4]. Eles desenvolveram 
um modelo (G-T) onde a ressonância era explicada em termos de dois fluidos, um de protons 
e outro de nêutrons, confinados cada qual em esferas incompressíveis, homogêneas e interpe 
netráveis. Estas esferas moviam-se fora de fase, em torno do centro de massa do sistema, 
onde a força restauradora do movimento era uma generalização do termo de superfície nuclear 
da fórmula de massa semi-empírica de Weizsäcker. Nesse caso, a energia de excitação era da 
ordem de .
Goldhaber e Teller também mencionaram, no artigo [4], um outro modelo hidrodinâmico, 
onde o núcleo era composto, ainda, por fluídos de protons e nêutrons, de densidades ho­
mogêneas, inseridos, agora, numa esfera incompressível. A RGD era explicada, então, como 
o movimento fora de fase (180°) entre os dois fluidos dentro da esfera, sendo a força restau­
radora a de se tentar retom ar ao estado de densidade homogênea. Este modelo, entretanto, 
foi desenvolvido por Steinwedel e Jensen (S-J) [5], e previa uma energia para a RGD da ordem 
de
Mais tarde comprovou-se que, na verdade, a energia da ressonância era uma combinação 
dos dois modelos:
E rgd — 31.2A  5 +20.6A  ® Mev  
onde, o modelo de S-J prevalecia para núcleos pesados e o de G-T para núcleos leves.
Os modelos coletivos de G-T e S-J previam a energia para a RGD muito bem. Porém, foi 
observado experimentalmente, que essas ressonâncias apresentavam uma estrutura fina que 
não era prevista nestes modelos.
1.3 ...M ODELO M ICROSCÓPICO PARA A RGD  
(MODELO DE CAM ADAS):
Partiu-se, então, para uma descrição microscópica da ressonância gigante de dipolo. A 
princípio, a descrição microscópica da RGD, através do modelo de camadas, não levava a 
resultados satisfatórios [6]. Pensava-se nessa excitação como a promoção de um nucleon 
ou mais, de vima camada cheia para outra imediatamente acima permitida pelas regras de 
seleção. A energia de excitação por nucleon, no modelo de camadas, é proporcional a hu>, de 
modo que a energia total da excitação seria a soma da energia de promoção de cada nucleon. 
Entretanto, logo notou-se que apesar deste modelo exaurir a regra da soma de TRK, as 
energias previstas para a RGD não concordavam com os dados experimentais, ficando abaixo 
destas.
Mais tarde, porém, mostrou-se que a descrição da RGD via modelo de camadas não 
era descartável, desde de que fossem levados em conta as correlações entre os estados de 
partícula-buraco [7,8]. Visto que a energia do estado partícula-buraco tem sinal oposto a do
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estado partícula-partícula, àquela será de natureza repulsiva, aumentando, assim, a energia de 
excitação do núcleo. Desta forma, obteve-se que a energia para a RGD era compatível com as 
experiências. Por outro lado, Brink [9] mostrou que o modelo coletivo poderia ser interpretado 
com o estado coletivo sendo uma combinação coerente das excitações de partícula-buraco que 
obedecem as regras de seleção para a RGD (APÊNDICE A).
A intenção neste trabalho é usarmos a descrição de G-T para a RGD nos núcleos du­
plamente mágicos O16 e Ca40, porém baseando-nos num cálculo microscópico, tendo como 
ponto de partida uma Hamiltoniana de muitos corpos de Skyrme. A obtenção do estado 
fundamental e dos estados excitados é feita mediante o Método de Coordenadas Geradoras. 
A escolha deste método deveu-se ao fato dele se adequar muito bem à descrição de G-T, 
resultando em expressões analíticas para os fatores de forma dos núcleos que iremos estudar. 
Além do mais, Ferrei e Visscher [10] mostraram que existe uma correspondência entre este 
método e o modelo de camadas.
Vale citar que, se considerarmos os protons e os nêutrons como estados dubletos de uma 
única partícula, de isospin T =  1/2, Tz =  ±1/2  e spin S z =  ±1/2, o modelo de G-T deverá 
ser generalizado de forma a permitir quatro tipos de fluidos. Assim, seguindo as regras de 
seleção e notando que a autofunção total para a RGD deverá ser antissimétrica, ficamos com 
os seguintes tipos de excitações possíveis para núcleos de camada fechada com N  =  Z  (nesse 
caso o isospin e spin iniciais são nulos e o estado da RGD é o 1~):
1) Esfera de protons movendo-se contra esfera de nêutrons;
2) Esfera de protons com spin up e nêutrons com spin down, movendo-se contra esfera 
de protons com spin down e nêutrons com spin up;
3) Esfera de protons com spin up e nêutrons com spin up, movendo-se contra esfera de 
protons com spin down e nêutrons com spin down;
4) Os quatro fluidos movendo-se em fase.
A RGD é explicada, então, como o movimento entre dois fluidos, definidos acima, defasa­
dos de 180°. Naturalmente, o quarto modo de excitação (A 5 =  0, AT =  0) não nos interessa, 
pois trata-se de um estado espúrio, visto que o núcleo translada como um todo.
A terceira excitação caracteriza um modo em que protons e nêutrons de mesmo spin, 
oscilam em fase, ou seja AT =  0 e A S  — 1. Este estado é chamado de isoscalar magnético,
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permitindo modos de spin-flip.
A segunda excitação corresponde ao modo em que protons e neutrons de mesmo spin 
oscilam fora de fase, ou seja, A T  =  1 e A S  = 1. Este modo é conhecido como isovetorial 
magnético, permitindo, também, modos de spin-flip.
A primeira excitação corresponde ao modo de G-T, onde A T  = 1 e A S  =  0, ou seja, é 
um estado isovetorial elétrico, não permitindo, assim, modos de spin-flip.
Nosso trabalho tratará  do estado A T  = 1,A S  = 0, ou seja, não levaremos em conta 
estados de spin-flip. No Capítulo V, veremos que a não inclusão destes modos nos levaram a 






M ÉTODO DE COORDENADAS G ERADORAS  
2.1...INTRO DUÇÃO .
Paxa tuna descrição microscópica dos estados do núcleo usaremos o Método de Cor- 
denadas Geradoras. Neste método os estados do sistema são caracterizados através de um 
conjunto de estados geradores, representados por determinantes de Slater, e parâmetros varia- 
cionais, ambos escolhidos fenomenologicamente. Isto irá nos permitir, mediante um trata­
mento adequado do espaço variacional, obter soluções analíticas para os elementos de matriz 
de transição para os estados de Ressonância Gigante de Dipolo (RGD).
Consideramos o .seguinte ansatz de Griffin-Hill-Wheeler [11]:
|v> > =  J  f(ac)\<p(xi,..., xA, a) > da (2.1)
onde:
Xi = vetor posição da partícula “i”;
a  =  Parâmetro variacional, ou coordenada geradora;
|<^(xi,..., x a , oi) > =  \a > é o estado gerador descrito por um determinante de Slater das 
funções de onda de partículas independentes;
/ ( a )  = função peso da configuração de onda geradora, ou função peso da configuração;
\ip > =  estado tentativa;
A idéia física do método é tratar os modos coletivos de forma consistente com os modos 
de excitação não coletivos. 0  sucesso do Shell Model (e de suas versões autoconsistentes) 
na explicação e interpretação de diversos fenômenos, indicavam a validade das hipóteses 
de campo médio. Assim, interpretando os modos coletivos como variações deste campo, 
Griffin-Hill-Wheeler introduziram o ansatz (2.1), onde o estado nuclear é dado como uma 
combinação linear de determinantes de Slater parametrizados convenientemente. A cada 
valor da coordenada geradora corresponde uma configuração diferente do campo médio.
Podemos obter / ( « )  introduzindo a função de onda tentativa (2.1) no princípio varia- 
cional:
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s< m t >=0 (2 .2)
< tp\ip >
Acima, o hamiltoniano de muitos corpos H  é dado por:
■A 2
H  = Y ,  P -  +  V ( n , .... t a ,Pi, ...,pA) (2.3)2 m  i=1
=  vetor posição, vetor momento e massa do nucleon “i”, respectivamente.
A partir de (2.2) obtemos:
J  [.K (a , a') -  E I ( a , a')] f (a ')da ' = 0 (2.4)
onde,
/(<*,<*')=< «I«' > (2-5)
K (a ,a ' )  =< a\H\a' > (2.6)
A equação (2.4) é conhecida como eq. de Griffin-Hill-Wheeler (GHW), onde, para a 
norma de (2.1) ser limitada, a função peso deverá ser de quadrado integrável.
0  tipo de problema que estamos estudando corresponde à ressonância gigante de dipolo 
para os núcleos de O16 e Ca40. Este tipo de excitação é descrita por Goldhaber-Teller [4] 
como um movimento coletivo dos nucleons, de forma que uma esfera de protons, de volume 
constante, move-se contra outra de nêutrons, também de volume constante, de forma que elas 
podem se interpenetrar.
Feitas as considerações anteriores, ficamos com os seguintes problemas:
1) Considerar um estado gerador apropriado;
2) Descrevermos uma Hamiltoniana para o sistema.
Os estados |ck > correspondem a um determinante de Slater dos autoestados de partículas 
paxa os nucleons no potencial parametrizado que, no caso, representaremos pelo potencial de
oscilador harmônico no modelo de camadas (Shell Model). O parâmetros a é escolhido como 
a distância média entre os centros de massa das esferas de protons e nêutrons.
Por outro lado, o modelo de Goldhaber-Teller é representado por um deslocamento em 
oposição de fase entre as esferas de protons e nêutrons, de modo que, através do operador de 
translação, poderemos facilmente escrever os estados excitados |o! > em termos do autoestado 
de equilíbrio (fundamental) |0 >:
|a  > =  e~iap\0 > (2.7)
onde, P é  o operador de momento de Goldhaber-Teller, dado por:
P  =  ^ ] T p ( i ) r 3(i) (2.8)
i=l
com,
p(i) =  operador de momento de partícula;
P  — operador de momento no espaço de Hilbert de muitos corpos;
Tz(i) =  terceira componente do operador de isospin.
O operador Q, conjugado a P , é definido como:
2
Q = - ^ x ( i ) r 3(0  (2.9)
1=1
x(i) =  coordenada do nucleon i.
Q, p j  =  i%
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i) = I1, para Protons; (2 io)’ 1 — 1, para neutrons. '  ’ '
Os operadores Q e P  são tomados de forma que representam a distância relativa e o 
momento relativo entre os centros de massa dos protons e neutrons, respectivamente. Ou 
seja,
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Q =  Rp  — R n
Consideraremos, a princípio, que o movimento relativo entre os protons e os nêutrons se 
dê na direção do eixo coordenado “z”, de forma que:
la > =  e~ia*>z |0 > (2.11)
Esta suposição tem o inconveniente de não levar a soluções que sejam autoestados do 
momento angular total e sua projeção “jz”, uma vez que particulariza a direção do movimento 
na na direção “z”.
Numa série de trabalhos (ver [12] por exemplo) foi demonstrado que o espaço variacional 
gerado pelo ansatz (2.1) admite uma representação fechada e completa. Este sub- espaço 
fechado e completo é identificado com o subespaço coletivo, que representaremos por Sc. 
Colocado nestes termos, o problema pode ser resolvido de duas formas equivalentes. Num 
primeiro caso, resolve-se diretamente a eq. de GHW. Num segundo enfoque, projeta-se a 
dinâmica de muitos corpos (Hamiltoniana de muitos corpos) no subespaço coletivo e resolve- 
se o problema de autovalores. Usaremos este segundo enfoque, o qual foi seguido por Souza 
Cruz e Weiss [13,14].
É, ainda, interessante salientarmos que o ansatz de GHW gera estados não determi- 
nantais, incorporando correlações que vão além da aproximação de campo médio. Pode-se, 
também, mostrar que a aproximação quadrática do método leva a um tratamento equivalente 
ao de RPA.
Por completicidade, descreveremos agora o método empregado por Souza Cruz.
8
Cap. I I  UFSC/1994
2.2 ...DESCRIÇÃO DO M ÉTODO.
O projetor S  no espaço coletivo acha-se calculado explicitamente no Apêndice D. Ele 
pode ser escrito como:
S =  í  \k> < k \dk  (2.12)
J njfeTÍ 0
onde, \k > representa a base de momento em Sc e é dado por:





sendo o autovalor e autofunção do overlap < oc'\a > [15],
U k ( a )  =  ( 2 ' 1 4 )
njk =  —i=e 6°fc2 (2.15)
/X2
< a ’\a > =  e (2.16)
obtido de (2.11) tendo |0 >, estado de referência, como o determinante de Slater formado por 
funções de onda de um poço de potencial de oscilador harmônico, com parâmetro de tamanho 
ao escolhido convenientemente, onde:
b0 = é um parâmetro coletivo, com A sendo o número de massa do núcleo.
(2.13) obedece a seguinte relação de ortonormalização:
< Jfe|fc' > =  S(k -  k1) (2.17)
Na verdade, a definição de S c não é trivial, de forma que apresentamos apenas dados 
relevantes aos nossos cálculos. Uma análise mais rigorosa pode ser encontrada na referência 
[12].
De um modo geral, podemos avaliar o elemento de matriz de transição de um operador 
de muitos corpos Ô, entre dois estados de muitos corpos \ f  > e \ f  > pertencentes ao espaço 
gerado pelo ansatz de GHW, como segue:
< f \ Ô \ f  > =< f i s ^ s ô s ^ s i f  >
(2.18)
= < s | s ô s ' - V >
onde,
|g > =  projeção de \ f  > no subespaço coletivo S c.
Assim, o operador O será dado na representação coletiva da seguinte forma:
Õ =  S Ô S - 1 (2.19)
Vemos, portanto, que podemos resolver (2.4) diagonalizando a Hamiltoniana coletiva em 
Sc, definida de acordo com (2.19):
Hc = S H S - 1 (2.20)
onde TiH é o hamiltoniana de muitos corpos da equação (2.3).
Assim, teremos a seguinte eq. de autovalores em Sc:
H c\ g i > =  E í \ç í >  , (2.21)
onde |<7,- > é descrito em termos da base (2.13).
Souza Cruz e Weiss diagonalizaram a Hamiltoniana coletiva, partindo de uma Hamiltoni­
ana de muitos corpos de Skyrme. No Apêndice E, damos um resumo sobre esta Hamiltoniana, 
bem como sobre os procedimentos adotados na diagonalização de Hc. No mais, interessa- 
nos analisar as autofunções coletivas obtidas pelos autores acima, através do espalhamento 
inelástico de eletrons.





ESPALH AM ENTO  DE ELETRONS E ESTR U TU R A  N U C LEA R  
3.1 ...INTRO DUÇÃO
Nos últimos anos, o espalhamento de eletrons vem sendo muito usado no estudo de estru­
turas nucleares. Basicamente, o advento dos grandes aceleradores, que permitem grandes en­
ergias aos eletrons, bem como o conhecimento profundo da interação eletromagnética, regida 
pela Eletrodinâmica Quântica, tornam este estudo bem atraente.
A teoria de espalhamento de eletrons por núcleos acha-se bem explorada em diversos 
artigos na literatura ao longo dos anos, tais como Barber [16], Drell e Walecka [17], Goldem- 
berg e P ratt [18], Hofstadter [19], e muitos outros. Este é portanto um campo altamente 
embasado, que nos dá um meio relativamente seguro de estudar as excitações nucleares.
Nesse capítulo, temos como objetivo a obtenção de expressões para os elementos das 
matrizes de transição para o espalhamento, bem como para os fatores de forma nucleares 
associados a esses elementos. Com esse intuito, seguimos a nomeclatura do artigo de Forest- 
Walecka [20].
Em nosso trabalho não levaremos em conta possíveis correntes mesônicas, ou outras for­
mas de contribuições a estrutura nuclear. Assumiremos que existe apenas a interação entre as 
quadri-correntes nucleares e elétricas. Podemos justificar esta suposição se notarmos que es­
tamos trabalhando com núcleos de camada fechada ( O16, Ca40 ), de forma que desprezamos 
efeitos de magnetização nuclear. Além disso, interessam-nos reações onde o momento trans­
ferido entre o elétron e o núcleo seja menor que 100^ eV, ou seja, abaixo da energia onde 





Já  em 1929, Mott [21], usando as equações de Dirac, elaborou um modelo para o estudo 
dos núcleos atômicos via espalhamento de eletrons. Mott considerou o núcleo como uma
esfera rígida, de distribuição uniforme de cargas, com spin e momento angular nulos. Assim,
aproximação, descrevendo bem os dados experimentais. Tendo comprimento de onda grande, 
os eletrons “enxergavam”, na verdade, o núcleo como sendo pontual. No entanto, a medida 
que Z crescia, as previsões do modelo de Mott começavam a falhar. Tentou-se correções ao 
modelo, sumarizadas por Fesbach-Mckinley [22] e Fesbach [23]. Porém, mostrou-se que tais 
correções não eram suficientes.
Assim, começou-se a usar espalhamento de hádrons, pois devido a massividade destes, 
necessitava-se de menos energia para a obtenção de comprimentos de onda pequenos. Ex­
periências por espalhamento de fotons também foram se tornando mais frequentes e, pelo 
menos experimentalmente, reações via espalhamento de eletrons foram deixadas de lado. No 
entanto, pesquisas teóricas continuaram a desenvolver-se nesse campo, de forma que, nos 
idos dos anos 50, com o desenvolvimento de aceleradores de altas energias e, motivados por 
trabalhos tais como de Guth [24] e Rose [25], retomou-se a esta linha de experimento.
Mott determinou uma expressão para a seção de choque elástica de núcleos que satisfaziam 
a relação Z j 137 1:
(3.1)
onde:
6 =  ângulo de espalhamento do elétron;
c =  velocidade da luz.
Para núcleos leves e eletrons de baixa energia, a expressão acima mostrou-se uma boa
3.3... VANTAGENS NO USO DE ELÉTRONS.
Existem dois tipos de experimentos via espalhamento, de acordo com o número de 
partículas detectadas após a reação :
1- E X P E R IM E N T O  IN C L U SIV O  - Nesse tipo de experimento apenas a partícula 
espalhada é detectada. Possíveis canais de decaimento do núcleo são somados. Designamos 
este processo por (x, x;), onde x é a partícula incidente e x' é a mesma partícula espalhada. 
Em nosso trabalho, levaremos em conta este tipo de experimento, com elétron não polarizado.
2- E X P E R IM E N T O  EX CLU SIV O  - Caxacteriza-se pela detecção de uma ou mais 
partículas, provenientes do núcleo, em coincidência com a partícula espalhada. Designamos 
este experimento por (x, x 1 ,?/i ), onde n e yn são o número e o tipo das partículas 
emitidas pelo núcleo, respectivamente. Naturalmente, este experimento nos trará muito mais 
informações que o inclusivo.
Na verdade, nas experiências de espalhamento de partículas por núcleos, muitos in­
convenientes ocorrem. Contaminações nos dados obtidos, como, por exemplo, reações de 
“background”, tais como fotons provenientes de “bremsstrahlung” induzindo reações não de­
sejadas; distúrbios na estrutura nuclear a ser medida; etc. Desta forma, vemos que a escolha 
de uma partícula a ser espalhada é imprescindível na redução das contaminações dos dados 
a serem medidos.
Portanto, devemos procurar por uma partícula cuja interação com o núcleo seja, em 
princípio, conhecida. Além disso, é necessário que essa interação não altere consideravelmente 
a estrutura nuclear, e ainda minimize as reações não desejadas. Como colisões com eletrons 
são regidas apenas pela interação eletromagnética com o núcleo (desprezando a interação 
fraca, que é muito pequena), os modos de excitações terão um caráter mais seletivo. Por 
outro lado, a seção de choque decorrente de reações de “bremsstrahlung” de eletrons na 
matéria nuclear pode, a priori, ser calculada pela Eletrodinâmica Quântica, e seus efeitos na 
seção de choque de espalhamento podem ser computados.
Um fato relevante para a escolha do espalhamento de eletrons é que podemos dar um 
tratamento perturbativo à interação eletromagnética, usando uma I o aproximação na 
constante de acoplamento, visto esta ser da ordem de 1/137. Assim, utilizaremos a aprox­
imação de Born de I o ordem para a matriz S  de transição [26], conhecida como PWBA 
(“Plane Wave Born Approximation”).
Poderiamos nos perguntar porque não utilizarmos, em nosso trabalho, espalhamento de
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fotons. Porém, como os fotons não possuem massa, o momento transferido por eles (em 
unidades de c), para o núcleo, é exato a energia transferida. Assim, para uma mesma energia 
transferida e, obteremos uma dependência apenas angular para a matriz de transição. Por 
outro lado, o elétron tem a vantagem de possuir massa, logo seu quadrimomento transferido 
deverá ser do tipo espaço, ou seja:
ql = ?  -  e2 > 0 (3.2)
Assim, podemos, para uma mesma energia transferida e, estudar a matriz de transição não 
só como função do ângulo de espalhamento, mas também do momento transferido q. Com 
isto, poderemos obter mais informação sobre a estrutura nuclear.
De aqui até o Capítulo 4 adotaremos % =  c =  1.
3 .4 ...DESCRIÇÃO  TEÓRICA DA INTERAÇÃO  
ELÉTRON-NÚCLEO
Na aproximação PWBA, a perturbação causada pelo elétron no núcleo, é devida a in­
teração entre a quadricorrente eletrônica e o potência! de M0ller, gerado pelas quadricorrentes 
nucleares [20], ou seja:
H (x n) =  ~ ejti(x n)Ael? t(xll)
onde:
Xp =  (x, it) = quadrivetor posição do elétron; 
jp =  quadrivetor corrente do elétron;
A enXt(x n) = potencial vetor (M0ller) do núcleo no ponto x^;
Explicitando j^:
h( .x n) =  ' V e M l l i V e  (xn) (3-4)
com tpeixn) sendo a função de onda de Dirac para um elétron livre (expressa em teoria de 
campos em termos dos operadores de criação e aniquilação), e 7  ^ as matrizes de Dirac.
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(3.3)
Vle(x„) = =  ^ e i ( í í -*‘> (3.5)
y /ã  = fator de normalização da função de onda do elétron;
=  (k , ie) =  quadri-vetor momento do elétron;
u(k) =  spinor de Dirac.
O potencial A^1xt(xfl) satisfaz a equação:
* r ' W  -  (8-6)
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Jn(x n) —< V,nl'^*(a'/*)IV,n > (3-7)
p(x) =  operador de densidade de carga nuclear;
\ipn > =  estado nuclear, com o “i” e “f” para o estado inicial e final, respectivamente; 
ep = carga do próton.
Definindo o operador de espalhamento S:
S  = - i  J  H i x ^ x  (3.8)
cujo elemento de matriz de transição entre os estados inicial e final do elétron será, segundo
(3.3) e (3.5):
< ialSI*! > =  ^ t i A!(*"2)7„UA,(*;) f  ei(*r- -* ;')-'M ;**(*(1)<i*i (3.9)
Ai =  spin do elétron.
/
E interessante escrevermos a expressão acima em termos do quadrimomento transferido 
Para isso, tomamos a transformada de Fourier de (3.6):
15
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J  (v2A",(X„)-i~Al’,(xll)\e-‘’-'-lríx = —ep J
q» =  (g,*e) = ( h  -  h ) p
Desenvolvendo, chegamos a:
/ = ~it J  e - ^ A ^ i x J d x i  (3.10)
i = 1, 2, 3,4
Assim,
ep
= J  (3.11)
Substituindo (3.11) em (3.9):
< k2 \S\kx > =  ~ Lüx2(k2) j tlux1(k1) ^  Í e~tq>“Xli (3.12)
^  9/1 J
Repare que estamos trabalhando na representação de Heisenberg, já  que, por exemplo,
=  Jfi(x,it). Voltando a representação de Schrödinger:
M x n) =  eiANtM *!)e - iílNt
onde, etHf,t ê o operador de evolução temporal dos aúto-estados do núcleo.
Então,
Jp(x,i) = <  i’l l > =  etE;t < i)fn\ J ^ x ) ] ^  > e~lEit
J ^ x )  =  ei(£'~ £i)% (x )  
16




< fcisifcj > =  - - — E.6(Ef  + e2 - E i - e 1)üX2(k2)7tluXl(k1)Jll(q) (3.13)
lí<ln
JÁV) = J  e - ^ J ^ S x  (3.14)
A seção de choque diferencial de espalhamento é proporcional ao quadrado da matriz de 
transição [26]:
< ^ « 7 ^ .  x \ú\2(k2h ^ u Xl(k1)Jfl(q)\2dk2 (3.15)
onde, o somatório é sobre os estados finais e iniciais e a média é sobre os estados iniciais do 
elétron, considerando a sua não polarização.
— #
A expressão (3.15) é conhecida como Regra de Ouro de Fermi. Quando integrada em k2, 
ou seja, no ângulo e energia, a expressão acima é chamada de Regra da Soma. Como o que 
se mede experimentalmente numa reação de espalhamento é a seção de choque, (3.15) nos dá 
um meio eficiente de verificarmos a validade do modelo teórico empregado nos cálculos.
Um resultado importante decorrente da equação (3.15) é a conhecida regra da soma de 
Thomas-Reiche-Kuhn (TRK). Ela é expressa como:
/ °° N  Zcr(E)dE «  0 .06 -^ - (3.16)
onde, Z  e N  são os números de protons e nêutrons, respectivamente.
A expressão (3.16) representa um limite teórico para a seção de choque total da reação 
de fóton-absorção do tipo dipolo elétrico.
De (3.7) e (3.14), temos:
17
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f(t) = J  ‘~VJ < t í l À z W »  > d í  (3.17)
Á l )  =  J < 'PÍ,\MX)\'K > i x  (3.18)




onde cTMott é a seção de choque de Mott e /  =  1 +  2E^  * é o fator de recuo do núcleo. 
Nesta expressão, E  é a energia do elétron incidente, 9 o seu ângulo de espalhamento e M  a 
massa do núcleo alvo.
A quadricorrente J/i(q) esta relacionada com o fator de forma do núcleo, que me dá 
informações sobre a distribuição de caxgas e correntes no núcleo. Repare que nós podemos 
obter as transições de corrente e densidade de caxga do núcleo, através das transformadas 
inversas de Fourier em (3.17) e (3.18). Assim, observando (3.15), teremos informações sobre 
a distribuição de carga e corrente nucleares, de acordo com o ângulo de espalhamento e o 
momento transferido.
Os principais tipos de excitações coletivas que um núcleo atômico sofre podem ser devidos 
a multipolos, ou combinações destes. Por outro lado, os multipolos são relacionados às 
distribuições de cargas e correntes. Logo, uma boa teoria deve prever a contribuição de 
excitação à Regra da Soma numa dada faixa de energia.
Podemos, agora, para observarmos melhor as diferenças entre as contribuições de (3.17) 
e (3.18) à eq. (3.15), expandir as ondas planas no espaço gerado pelos harmônicos esféricos 
(27].
e - í !  = ( - 0  ) w n * ) j  j(«*) (3-20)
J M
J , M  =  momento angular do fóton virtual e sua projeção, respectivamente;
Çtx — ângulo que dá a posição do elétron;
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Çlq = ângulo que dá a direção do momento transferido. 
Concentremo-nos, primeiramente, em (3.18):
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p(q) = í  A7rJ2(-i)JyjM(^q)yJM(^x)jj(qx) < J f M f \ f t x ) \ J i Mi  > dx  (3.21)
J m/rJ M
\ J f - J i \ < J < \ J f  + Ji\
j j ( q x ) =  função esférica de Bessel de ordem J; 
Yj m Í&x) = harmônico esférico.
Definindo o operador:
MjM{q) =  j  )i j(qx)f>(x)dx (3.22)
p(q) =  4tt £  (ÍJ.) < J f M f I M j M i J i M i  > (3.23)
J M
Usando o teorema de Wigner-Eckart, obtemos, após alguns cálculos (APÊNDICE B):
-  2J7T T  Ç  l< H 2 (3 24>
Vemos, em (3.22), que a paridade do operador longitudinal M j m  é dada pela paridade do 
Harmônico esférico YjMfàq), que é (— 1)J . Notamos, também, que p{x) nos dá informações 
sobre a estrutura nuclear, através de sua dependência com o vetor posição x. Fica claxo, 
pois, que (3.22) contém informações sobre a ordem dos multipolos de origem elétrica que 
contribuem para a obtenção de (3.24), onde a ordem dos multipolos é dada por 2J, J  — 0,1,....
Tomando agora (3.17), notamos que o potencial que descreve a interação é do tipo vetor, 
de forma que suas componentes são descritas em termos dos eixos de referência. Assim, 
necessitamos escolher uma base onde possamos trabalhar a equação (3.17). Escolhemos, por 
conveniência, a seguinte base (APÊNDICE C):
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è\ — ^ - { è x +  iêy)
êo = êz 
ê_i =  —^=(êx — iêy)
Assim:
ê x e - * *  =  êx £ ( - * )  V 4^(2/ +  l)Íi(?*)y ío(íl.)
A =  -1 ,0 ,1
de modo que:
^ (« )=  A ( í)ê l
A = 0 ,± 1
onde:
Â ( s )  =  - ( 2 tt)Í  +  1)* ( * # ( « )  +  AÍTa^ Í s ))
J>1
Tj m Ü) = \  J  v  x ( j j ( 9 * ) Í W ( f t * ) )
T?M9(q) = J  j  j (q x )Y j j1M(^x)-J(x)dx  
Y j1iM(0, <P) = J2  ^  < ^1 X \1 1JM  >
m, X
Como definido em (3.26):
J( q) = ®í J i (q) + ê - i J - i i v )  + êoJ0(q)












J(q) =  è\Ji(q) + èÍ.xJ - 1(q) + êl'^p(q) (3.31)
A expressão acima nos diz que, na direção do momento transferido q, tenho apenas 
contribuição elétrica ao fator de forma nuclear. Assim, a componente em ê0 pode ser obtida 
a partir de (3.24). Por outro lado, a parte transversa do operador de corrente, dada por 
J-i(q)  e «^1(9)5 é obtida através de (3.27).
Notamos ainda , em (3.28) e (3.29), que a paridade de T j l£(q) é dada por (—1)J, enquanto 
a de T ^ 9(q) é dada por (—1)J+1, pois o rotacional inverte a paridade do harmônico esférico. 
Assim, p(q) e Tj£(q)  têm mesma paridade e T™^g(q) tem paridade oposta a estes (ver eq. 
3.22). Este fato, aliado ao comportamento segundo a reversão temporal dos operadores acima, 
restringem os tipos de transições para um dado J (APÊNDICE A).
Devemos, agora, generalizar a quantização do momento angular ao longo de um eixo 
arbitrário, já  que antes tinhamos escolhido a direção q como a preferencial (ver eq.3.26). 
Para isso, tomaremos uma rotação no espaço dos estados nucleares, com respeito ao sistema 
de referência fixo êx, êy e tal que a nova projeção do momento angular J  seja M 1.
| J, J2. =  M ' >= R(tt)\J, JZ = M >  (3.32)
onde:
R(ü)  = e- W ' e-™i* (3.33)
Q = (a, j3,7) =  ângulos de Euler.
Assim, temos:
< J fM / M J iM i  > =  -(2x )*  ^ ( - i ) J (2 J +  1)* < J fM , \ í r J'í1(q)+
J M  ^
21
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+ > à 7 u ( t ) )  I JiMi > D jm a( - t ,  -/? , - a ) (3.34)
Onde usamos o fato de que é um tensor irredutível, ou seja:
Â (a ,/?,7 ) =  .S*(-7 , - / ? , - « )
B (-7 , - /? , -a)T ™ * ( q ) R ' ( - 7, - /J , - a )  =  £  - A  - “ ) ? / £ ' (?)
M '
=< J M ' \R q \ J \  > =  função de Wigner.
Notando que T j l£  e T ™ 9 têm paridades opostas, então apenas um deles contribuirá para 
o elemento de matriz em (3.34). Assim, usando o teorema de Wigner-Eckart, as propriedades 
das funções de Wigner, bem como somando em Mj e M f  e tomando a média sobre os estados 
de polarizações iniciais, teremos, após quadrarmos (3.34):
n  O® /  - 2£ * (« )~ M S )  = £ ( < JF\\ff’(q)Pi > +  < JfPT^iqíWJi >
Mi M j  1 J = 1 '
(3.35)
onde,
E m,m,  A («).K í ) =  0; A = ±1 (3.36)
A expressão (3.35) é importante, pois mostra-nos que é possível separarmos as con­
tribuições elétrica e magnética para o fator de forma transverso do núcleo, como fica claro 
se notarmos que T j le(q) e T™ag(q) possuem dependência angular diferentes (eq. (3.28) e 
(3.29)).
Por outro lado, (3.19) nos diz que podemos separar a parte longitudinal da parte trans­
versa, através do ângulo 6.
As eq. (3.35) e (3.24) permite-nos, através da regra da soma, fixar um ângulo e de­
terminar a intensidade da contribuição de cada fator de forma, de acordo com o momento 
transferido, prevendo, assim, os intervalos de energia onde cada modo de interação predomina.
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Outro fato importante é que no limite de ondas grandes para o elétron, quando a interação 
eletro-nucleax se torna muito pequena e o momento transferido “q” tende a zero, o fator de 
forma transverso elétrico comporta-se como o longitudinal, visto que, neste limite, podemos 
desprezar os efeitos das correntes nucleares provocadas pela passagem do elétron. Este fato 
é conhecido como teorema de Siegert e acha-se sumarizado na referência [20]. Através deste 
teorema, podemos avaliar o modelo com o qual se constroem os operadores de carga e corrente 
nucleares.





FATOR DE FORM A TRANSVERSO  
4.1 ...INTRO DUÇÃO .
De posse das expressões (3.17) e das funções de onda coletivas obtidas por Souza Cruz e 
Weiss, necessitamos, agora, construir o operador de corrente nuclear, de forma a obtermos o 
fator de forma transverso. 0  problema de restauração da simetria angular acha-se resumido 
no Apêndice F.
4.2... CO NSTRUÇÃO  DO O PER ADO R DE CO RRENTE.
O operador de corrente é definido como:
. A
J(x)  =  (p,(x,) [ h \ í , ]  +  [ /M i (4.1)
onde:
Pi(%i) — operador de densidade de carga para o nucleon i em X{.
Assumindo a definição (2.10), consideraremos os nucleons como partículas pontuais:
= E 1 +l3-^ s o* - *0 = E (4.2)





3  = ãü  E
h.c. =  hermitiano conjugado.
+  h.c. (4.4)
Ê , x i] 2 m  ’ Xi +  2  2 [^ "ni ’ Æi] +  S  31 ’
n -* n,j n,j,k
X, (4.5)
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Levando em conta núcleos de camada fechada, vem que V s o (h j ) =  0 em (1.2).
O 3o comutador em (4.5) se anula. Por outro lado, desenvolvendo o Io e 2o termos, 
teremos:
j ( i )  =  f  ‘ ~‘T* < H \ > d x  + J  t - » '  < t í l  > dx (4.6)
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onde:
(£ ~  £ i)Pi +  Pi l + ï ^ 6 (* “  * » )) (4-7a)
J e f ( x )  =  ^ 2  ( i i  +  t2) ^ 2  ^ - ^ Y ^ - S ( x - X i ) ^ S ( x i - X k) ( p i - p k ) +  h.C^j +
+ ( s  (Xi -  Xk) (Pi -  Pk) +  h . c 1 (* -  ®»)
Jc(q) =  operador de corrente relacionado a parte local do potencial de SKYRME;
(4.7 b)
Jef(q) = operador de corrente de dois corpos, devido aios termos dependentes do mo­
mento.
Portanto:
f(g) = fc(q) + /« ,(? )  (4.8)
Sendo que o termo de dois corpos não contribuirá para o fator de forma.
4.3 ...CÁLCULO DO FATOR LOCAL.
Da eq. (4.6), temos
Jc(q) = <  ^ fn\Jc{q)Wn >
onde | > está definida na seção 3.4, e é obtida a partir da função de onda de GHW (eq. 
2.1), projetando esta no espaço de bom momento angular (APENDICE F):
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t ó > = £ ^ r V ’" ‘* ' l'/ ,,>  ( 4 ’ 9 )K ,  M , K , ) 2
onde,
p j  _ 2 J + 1 f  D£tK(n)R(Sl)dSl
Iif)i > =  estado de GHW, definida em (2.1);
R(Q) = operador de rotação;
Dm k {Q) — função de Wigner.
Í2 =  0#i,#2,/?3) =  âng. de Euler;
PjtfK =  operador de restauração de simetria, ou projetor de Peierl-Yoccoz.
N m k  —< ^ P Í í k Pm k I^ > (4-10)
(4.9) está somado sobre todos os valores de momentos angulares possíveis.
Então:
£ ( « ) =  TTjTf ã õ p i  ã  < >
MiKiJi K^MfKj) \ MíKí )MfKj Jf  J
Podemos usar a representação (2.19), com o operador de muitos corpos O sendo repre- 
sentado por Pm 'Ki 3c(í )Pu ,Kí • Assim:
H l )  =  S P £ Klj c(q)P&KiS - 1 (4.11)
Por outro lado, S\x/>i > é a representação coletiva de (2.1). Usando (2.12) e (2.13):
\gi >=51^/ >= fdk\k> J  < a\xl>i > da
No nosso caso, S \ ^ f  > e S\ipi > são representadas pelos autoestados coletivos obtidos em




\ 9 i > = T , C> >
n
0  autoestado \n > pode ser descrito em S c usando-se a base (2.13):
|n >= j  H n(&)|A: > dk (4.12)
onde H n(k) é a autofunção do oscilador harmônico:
H n(&) =  ( S ) i ---- L _ r e zfÍ^ jy B(6oA;) (4.13)
^ (2»n!)2
Hn(bok) =  polinómio de Hermite de ordem n.
Assim,
£<«) = E (p/' u(F‘1' l i <g/|,f(?)|gi> (4-14)MiKiJi MfKf / \ MíKí )
Usando, em (4.14), a definição (2.12) de S, a eq. (4.12) para a expansão de \gj > em 5C, 
as propriedades de ortonormalização dos autovetores |k > , bem como as expressões (2.13),
(2.9) e (4.10), obteremos:
( j ( Q) \  -  V   ^  ^  ^ f  ^ ________ 1 [  D J} (ti')
0 ^ 6  / K r J ,  s í f K r J i  U  I M j  K j \  )V /mn 2ôb7r (^MjKj )2 (NM , ) 2 J
*
X
x D ^ . K.(ü)Omndíldü' (4.15)
onde,
Omn = Í Q 0 -e- ik'a' < 0\e-is'-p j c(q)eis p \0 > eikadada'dkdk' (4.16)
J \J^k' y/^k
e,
a  =  (acos/33 sin/?2, ocsin/?3 sin/?2, a  cos # 2) =  (« 1, 0:2, 03) (4-17)
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P =  (Pa,P 2,P 3)
Procedendo os cálculos acima, teremos:
( ^ L  =  2F Fo(5)/'\  / TT171
onde,
í l ( s )  = <  0| £  |0 >
i
é o fator de forma elástico, e
? _  ^  (2J, +  1) (2Jf  +  1) 1 1
J m n  -  2-> 256?r6 ('7V'J/ (NÒ „  )%Mj  Kj  Ji \ M í /■£"• )  V M j  K j  J
M t K j J }
X
com,
m  ^  -  1 6 ^  V  ( _ n - + .  ra!m!2m+|t~1______
✓ , \ m—n+2/i — 1
X ( ) Y m~n+/1—ix ^ Z n~^
x 4
para m > 1; m  — 1 > n;
(íí íí')  -  16?r2 r _ l ) /i+R- m _________ re!m!2n+/i_________
/L \  n-m+2/i+l










(CÍ ryx 167r2V r  iV  n!m!2m+/*
“ mnC ’ J ^  (m — n + fi + l)!(n — fi — 1)!/ !^
(
t \ m—n+l+2/t
M j  r -»+(l+iI ( l 2 '*-í‘- i  (4.25)
para n >  1; m > n — 1;
/ i = 0
16tt2 , -vn-m+ M ______ n!m!2n+/t 1_______
A6q (n — m +  ^ — l)!(m —//)!/í!
/ j  \ n —m + 2/ t—1
X ( - ^ J  (4 26)
para n > 1; n — 1 > m;
y  =  í s r .  x  =  £ a  ( 4  2 7 )
.Z =  cos /?3 cos /?3 sin 02 sin (3'2 + sin /?3 sin /% sin /?2 sin (3'2 + cos /?2 cos (3'2 (4.28)
Ú = -  (4.29)
a
Consideramos uma transição “dipolar ” entre os estados = 0 e J f  =  1. Assim, 
somando (4.21) nos estados possíveis:
f m n  — ————-------i ------ r  f  — - i —— V  ( ± = [  s in /JV ^ co s  ^ H mn( í í , n ' ) ^ ^ '+2567T6 (íVq)2(ÍVq) 2 \ 2 n+mm!ra!/ mnV ’ '
+ J  coBp'2ãmn(n,n')d£hm' sin/^ e-^ S mn(í2,í2')dí2rfíí'j (4.30)
Os fatores de normalização íVq1 e JVq acham-se expressos no APÊNDICE G.
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4 .4 ...EXPLICITANDO  OS CÁLCULOS PARA O FATOR  
DE FORM A TRANSVERSO
De acordo com a seção anterior, teremos:
( / ( « ) )  =  ( j m )  (4-31)
\ /  m n  \ /  m n
Mas,
te  > =  E  c “ l" >
n
de forma que:
< í/i 1-7(9)100 > = Y , C ? C Z  < m\J(q)\n > (4.32)
m , n
O fator de forma transverso é dado pela eq. (3.35), com A =  ±1. No nosso caso, como 
consideramos núcleos de camada fechada, esperamos que <  «//||í1j l°í,(í)||t/t > =  0. Assim, 
para a transição considerada:
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2Jrl^iele( í ) |2 =  27t |<  l - | |T 1eíe(ç)||0+ > 2 = ■ £  ( lA M I1 +  l - M í ) |2)  (4-33)
onde, de acordo com (3.31):
‘ Jx{q)\ =  ( / ( « ) !  .èx (4.34)
A segunda integral em (4.30) nos dá vima contribuição na direção |  ao fator [ J(q)
de forma que ela não somará ao produto escalar acima (A =  ±1).
Usando as funções de onda obtidas por Souza Cruz e Weiss (ver cap.III), podemos, por 
meio de (4.19), (4.30) e (4.34), avaliar (4.20), logo, obtermos \T£le(q)]2. Os cálculos são 
simples, em termos de integrais em senos e cossenos, podendo ser resolvidos analiticamente 
através de um programa em DERIVE, ou mesmo sem o uso de computador, exigindo apenas 






O gráfico para o quadrado do elemento de matriz reduzida transversa elétrica para o 
O16, |T*le(q)\2, pode ser visto na figura 4.1, em função do momento transferido q. Os dados 
experimentais, inclusive os mais recentes obtidos por Callarco et al. [28] no laboratório de 
Mainz, acham-se especificados na figura . Plotamos, também, o gráfico para a aproximação 
da RGD via Goldhaber-Teller, usando a expressão para \T^le{q)\2 ^  segundo Walecka [20], 
porém com os valores da frequência de ressonância e da massa reduzida obtidas por Souza 
Cruz no MCG [14].
Na figura 4.2, plotamos \Tfle(q)\2 para o Ca40. No entanto, nenhum dado experimental 
foi encontrado na literatura para este núcleo.
Na figura 4.3, temos \T^le{q)\2 para o O16, como calculado por Lewis [29], através do 
modelo de partícula-buraco, usando a aproximação de Tamm-DancofF. Para este cálculo, 
Lewis tomou como base os estados de mais baixa energia ( J  =  0+ ,T  =  0) acoplados aos 
estados excitados ( J  =  1” , T  = 1), a saber, na notação usada por este:
* (J£ £ $ r ) • Eo ((W 3/ 2) (lP 3/2) _1)  =  22.76Mev;
'i  E ° ( ( 2-51/2) (lP3/2) _1)  =  18.55Mev;
Eo ( ( l d s / a )  ( l P a / a ) “ ' )  =  n.6SMev,
* j= 1‘-,, r = r /2) «> ( ( H / a )  ( iP i /* ) '1) =  16.60Mev;
4 (/='í- , E ° ( ( 2í i a )  =  12.39Meu;
Tomando as funções de onda para o estado J  =  1~,T  = 1 como a combinação dos 
estados acima, ele usou apenas as autofunções $ 1, $2 e ^3 (ver [29]), com energias de 26.63,
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23.89 e 21.01 Meu, respectivamente. O quadrado do fator de forma total foi tomado como a 
soma dos quadrados dos fatores de forma de cada estado anterior, prevendo um mínimo para 
27r|T1eíe(g)|2 em q ~  60Mev/c,  em concordância com eis observações experimentais.
A explicação para a decaída no gráfico 4.3, é que os estados de partícula-buraco, usados 
como base, permitem inversão de spin (spin-flip). Estes estados de spin-flip predominam 
para os estados \E'1 e \&3 resultando que o quadrado do fator de forma, paxa cada um destes 
estados, decresce quando implementamos o momento transferido q. Por outro lado, o estado 
V&2 é basicamente “no-spin-flip”, resultanto que o quadrado do fator de forma cresce com o 
implemento de q. Como o quadrado do fator de forma total é a soma das contribuições de 
funções crescente, com outra decrescente em q, naturalmente este fator irá passax por um 
valor mínimo.
Observando a figura 4.1, vemos que nossos resultados concordam com dois pontos de 
Mainz, apesar de não prever a decaída no gráfico. Podemos seguir Lewis, introduzindo os 
modos de spin-flip em nossos cálculos. Isto pode ser feito usando-se a generalização do modelo 
de Goldhaber-Teller, tal qual mencionado no final do capítulo 1. De fato, tal descrição da 
RGD, via modelo de G-T generalizado e seguindo [20], foi feito por Uberall [30] paxa o O16 
e C 12, segundo o modelo hidrodinâmico. Uberall realmente conseguiu um mínimo paxa o 
quadrado do fator de forma transverso.
Notamos, também, que a curva paxa o modelo de G-T usual, implementado pelos valores 
obtidos para a massa reduzida e frequência de oscilação, via MCG (figura 4.1), deu-nos 
resultados consideravelmente melhores que o G-T usual, com a massa reduzida e a frequência 
usadas por Lewis (figura 4.3). Isto pode ser entendido como um sinal que as correlações 
introduzidas pelo MCG traduzem um comportamento real dos nucleons.
Assim, baseado em nossos resultados, que estão em boa concordância com os mais re­
centes dados experimentais, mas que não prevêm vim mínimo paxa |T®ie(ç)|2, e também 
baseado nos resultados obtidos por Uberall e Lewis, sugerimos que análises, baseadas em 
modos de spin-flip, devem ser levadas em conta em trabalhos futuros.
Por outro lado, observando os gráficos para os quadrados dos fatores de forma longitudi­
nais dos núcleos de O16 e Ca40, obtidos por Souza Cruz et al. [31] (figuras 4.4 e 4.5) usando as 
mesmas funções de onda deste trabalho, notamos que o teorema de Siegert é violado por um
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fator «  2. Este fato também apaxeceu no trabalho de Lewis e Walecka [32] para o C 12, onde 
os cálculos são similares aos de Lewis [29]. Eles explicaram esta discrepância afirmando que, 
se tomassem as autofunções exatas do Hamiltoniano, ou seja, implementassem as correlações, 
levando em conta estados de n partículas-n buracos, bem como computar estados excitados 
mais altos, então o teorema de Siegert seria obedecido. Porém, o MCG nos deu autofunções 
mais completas, que contém, implicitamente, excitações do tipo n partículas-n buracos, além 
de outros tipos de correlações, tais como entre os estados excitados e o estado fundamental. 
Ainda assim a discrepância se fez presente, indicando-nos que a saída deve ser diferente da 
proposta por Lewis e Walecka.
Identificar onde podemos modificar nossa descrição da RGD, de modo a resolvermos a 
violação do teorema de Siegert, não parece-nos algo tão simples, visto que várias hipóteses 
devem ser levantadas: Escolha de um potencial levando em conta outros tipos de interações 
intemucleons não computadas no potencial de Skyrme; escolha de uma nova base para a 
expansão da função de onda coletiva; alterar o parâmetro de tamanho do oscilador coletivo; 
introdução dos modos de spin-flip.








g. 4.1- Quadrado do elemento de matriz reduzida transversa elétrica para o núcleo de 0 16 
em função do momento transferido. A linha tracejada representa os cálculos via G- 
T, enquanto a linha contínua representa os resultados via MCG. 06 dados experimentais 
são dados por: («)Mainz [33]; (o)Hota [38]; (+)Goldemberg [39]; (*)Goldmann [40].
q ( Fm-1 )
. 4.2- Quadrado do elemento de matriz reduzida transversa elétrica para o núcleo de Ca40. A 




4.3- Quadrado do elemento de matriz reduzida transversa elétrica para o núcleo de O16, como 
calculada por Lewis usando o modelo de Brown (partícula-buraco) na aproximação de 
Tamm-DancofFpara dois tipos de potenciais. Os dados experimentais 8<wj de Goldemberg 





4.4- Quadrado do elemento de matriz reduzida longitudinal para o núcleo de O16, como 
calculado po Souza Cruz [36]. Ah especificações quanto às cuivas e dados experimentais 
seguem as mesmas definições da fig. 4.1.
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q ( F m ~ 1)
4.5- Quadrado do elemento de matriz reduzida longitudinal para o núcleo de Ca40, segundo 




REG RAS DE SELEÇÃO PARA A 
RESSO NÂ NCIA GIG ANTE
As regras de seleção, derivadas das ações dos operadores de paridade e reversão tem­
poral sobre os operadores de multipolo e restringem os tipos de
/
transições geradas por estes. E bem sabido que tanto a interação nuclear forte, quanto a 
eletromagnética, conservam a paridade numa reação. Por outro lado, vimos que M j m (ç) e 
Tjfrf(q) possuem paridades dadas por (—1)J , enquanto a de T ^ 9(q) é dada por (—1) J+1. 
Mas, estes operadores contribuem de maneira independente à regra da soma, de forma que 
se 7T{ e 7Tf forem as paridades dos estados inicial e final do núcleo, respectivamente, teremos 
as seguintes regras de seleção para os operadores de multipolo:
M jm (q )  e f j % { q )  permitidos  7r,-7r/ =  ( - 1)"7 ( A l )  
T™M9(q) permit ido  7^717 =  (—l ) jr+1 (A.2)
As interações eletromagnética, e nuclear forte, também são invariantes segundo a apli­
cação do operador de reversão temporal T, ou seja,
| < i>, | Ô | i>i >  p =  | < f , \ T Õ f - 1 | *  > |2 (A.3)
A expressão acima nos diz que os valores, dentro dos dois módulos, diferem apenas por 
uma fase sem importância física, de modo que podemos definir o operador T, tal que:
T O T - 1 = O* (A A )
Seguindo as convenções adotadas por Edmonds [27] para o comportamento dos har­
mônicos esféricos segundo a operação de T, temos que:




*£■'’(«) = ( - 1  )J+M+Ií / 3 ( 9 )  (^«)
Usando, agora, o teorema de Wigner-Eckart:
< J íW M M W Ji >’ = < JiWMMWJ; > (A.7)
< J , | | f j ”;*> (5)117; >*= ( - l ) J'-'''+-'+1 < J j||f/ ” *'> (5)117/ > (<4.8)
Por outro lado, os operadores de transição de carga, corrente de carga e magnetização 
obedecem, respectivamente, as seguintes regras quanto à operação de T:
T p n T  1 =  P n  ( ^ - 9 )
Tj n T - 1 = - j N (A. 10)
í / ^ í - 1 =  - f t N (A. 11)
Assim, observando as eq. (A.l) e (A.2), bem como as eq. de (A.7) à (A.11), notamos que 
apenas certos tipos de transições de multipolos serão possíveis. Desta forma, estas equações 
definem regras de seleção para as multipolaridades dos núcleos. Um tipo mais geral de regra 
de seleção leva em conta que a interação nuclear deve ser invariante segundo uma operação 
consecutiva dos operadores de reversão temporal T, de paridade P  e conjugação de carga C. 
Esta é conhecida como a invariância CPT para a força nuclear.
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A PÊN D IC E B
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EXPAN SÃO  M ULTIPOLAR PARA O 
O PER A D O R  LONGITUDINAL
Mjjw(g) =  J  y j ( q x ) p ( z ) d x  (BA)
p(q) =  4tt £ ( - i ) J r,*M(n.) < J , M , \ M j M(q)\JiMi > (B.2)
J M
Repare que M j m  é descrito por 2 J  +  1 tensores ortogonais que transformam no espaço 
como operadores esféricos, logo, M j m  é um tensor irredutível, de modo que, usando o teo­
rema de Wigner-Eckart [27], poderemos eliminar a dependência de (B.2) no número quântico 
magnético M. Desta forma, p(q) ficará em termos de um coeficiente de Clebsh-Gordon vezes 
o elemento de matriz reduzida
p(9) =  f e £ ( - 0 J >7M(« » ) ( - ! ) J' " ,‘ ( _ M ,  M  m ) < ] <ll# '(« )llJ ‘ > (b -3)
J M  \ / ‘ /
onde, a barra dupla e a matriz acima representam, respectivamente, o elemento de matriz 
reduzida e o símbolo 3 — j  de Wigner, que é definido tal que:
(m rn t  )  =  ( ~ 1)''1 ~Ja_TO8(2j3 +  1)"* <  jim1j2m2\j1j2j3 -  m3 > y rrii m 2 j
O operador M jm  é denominado longitudinal, já  que a direção da interação Coulombiana 
é a mesma do momento transferido, carregado pelo fóton virtual.
Assim, de modo a obtermos a seção de choque longitudinal, devemos quadrar (B.3), 
bem como levarmos em conta os estados de polarização para o experimento (e, e' ), ou seja, 
somaxmos os estados iniciais e finais e tomarmos a média sobre os estados iniciais, de modo a 




w ? ) | 2 = M i  s  | e ( - ) ^ m ( « , ) ( - d ^
1 * M i,M j  J M
- M s
X
(  J f M  m )  < •'/llJÈr-K«)ll* > (BA)
Repare que devido a ortonormalidade de Yj m , como também dos coeficientes de Clebsh- 




h  32 j'3 \  _  1 
m i  m-i m $  1 V m \  m2 m3
31 32 3 3
onde, =  1 se j i j 2jz satisfizer a condição triangular;
mi = 
j i  =
Observando que vale :
—Mi m 2 =  Mi  m 3 =  M  m'3 =  M  
: Ji j 2 -  J f  j 3 = J  j'3 = J
31 3 2 J3 
mi rri2 m3
\  =  f  >2 Í 3  j i  \
/  \ m 2 m3 m\ )
Então, (B.4) será:
( B . 6)
(B. 7)
W«)l’ =
y '  y '
'Mi.M, ' ' 2Ji + 1  f - ;M i,M f  JyM
j f  j  J i \  (  j f  j  Ji
- M f  M  M i )  \  - M f  M  Mi
x
x <  Jf \ \Mj(q) \ \Ji  > Y jM{üq)Y*jM{üq)
Assim, usando (B.5), (B.7) e as definições (B.6), notando, ainda, que:
M
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EXPAN SAO  M ULTIPOLAR PARA O 
O PER A D O R  TRANSVERSO
Supondo, a princípio, uma rotação infinitesimal de um vetor ao redor do eixo 2, escolhido 
como a direção do momento transferido q, teremos, em I o ordem [26]:
V' = (l + iaJ z)V  (C.l)
onde, V, V '  são os vetores antes e depois de rotacionados, respectivamente; 
a  =  ângulo de rotação em torno do eixo z, considerado bem pequeno;
( d  d \  - Jz = - 1  I x —  -  y - ^  j  + ie z x = L z + Sz
onde, êz é o vetor unitário ao longo do eixo z.
Tomando, agora, rotações em torno dos eixos x e y, teremos expressões similares às 
obtidas acima, de forma que, para uma rotação genérica, poderemos definir o operador J , tal 
que:
J  = L + S
L  comporta-se como operador de momento angular e S  como o operador de spin. Por 
outro lado, seja os seguintes vetores:
êi =  +  *êj,)
ê0 =  êz (C. 2)
- 1e_i — ex iey)
Simples cálculos mostram-nos que os vetores acima são autovetores de S 2 e Sz , escolhen­
do-se o eixo 2 como o de quantização. Assim, teremos que S 2 e Sz geram rotações num espaço 
tridimensional similar ao espaço de spin 1.
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Por outro lado, os vetores (C.2) satisfazem as regras de comutações características de 
tensores esféricos com o operador de momento angular total J. Desta forma, podemos definir 
um operador esférico em termos da combinação desses vetores.
Assim, escreveremos a corrente de transição da seguinte forma:
j(í)= E *(«)'! (°-3)
A = 0 , ± 1
Expandindo a onda plana, teremos:
êxe - ^ S = cA £ ( - * ) V M 2 /  +  1 )Mqx)Yl0(Üx) (CA)
l
A =  -1 ,0 ,1
onde devemos lembrar que escolhemos o momento transferido q na direção do eixo z , logo 
to/ =  0, e que também a rotação nos dá o operador L  com autovalor 1(1 +  1).
Definindo, agora, o harmônico esférico vetorial:
Vj i i m ÍO, V) = YÍ, < l m l \ \ l \ J M  > (C.5)
m ,  A
tal que:
LYlm(6,tp) =  y/(l(l + l  )Yllm
Então,
ê\YlQ(tix) = Y ^ Y m M  < l U M \ m \  >
J , M
onde usamos a transformação:






v ( j i , m 1 , j 2 , m 2) =  ' Y ^ í o ( j i , j 2 , j , r n )  <  j i j 2 j m \ j i m i j 2m2 >
Assim,
êxe-*** = V M 2 /  +  1 )ji(qx)Yjnx(tlx) < 11XX\101X > (C.6)
í j
Dado que J  =  L + S,  teremos:
j  =  i/ + i i , i ii , i/ - ii
Então,
/ =  J  +  1, J, J  -  1; J  > 1
A restrição J  ^  0 decorre do fato de que o fóton virtual deve ter momento angular ±1 
na direção q. Assim, (C.5) ficará :
êxe-** =  (“ O'7+1 ^7t(2( J +  1) +  l ) )  2jj+i(qx)Yjj+11x(ax)x 
x < J  +  11JA|J +  101A > + ( - i ) J (én(2J  + 1 ) Y  j j ( q x ) Y j j 1M( n x) <  J1JA|J01A > +
+ ( - 0 J_1 ( 4tt(2( J  -  1) +  1) ) Í j - i ( 9* )^ jj-nA (íí* ) < J  ~  11 JA| J  -  101A > (C.7)
Usando as propriedades das funções de Bessel e uma tabela de coeficientes de Clebsch- 
Gordon, chegaremos a:
êxe-ig*  =  - (2 tt)Í  ^ 2 ( - i ) J(2 J+ l^ í j j ( q x )Y j j 1x(nx) + - V x  ( i j ( « x ) f j j 1A(í2x))^  (C.8) 




T j u i i )  = \ f V x  J (x ) d x  (C. 9)
=  í (C. 10)
e observando a equação da continuidade q^J^ = 0, teremos:
J(q) = ê \ j 1(q) + êi_1j - i ( q )  + ê l ‘^ p(q) {CM)
onde:
U i )  =  -(2 » )*  E ( - i)J (2J + 1)* f ô f t ? )  +  AT” “»(ç)) (C.12)
J> 1
A =  ± l
As expressões acima nos dizem que na direção do momento transferido q, tenho apenas 
contribuição elétrica ao fator de forma nuclear. Por outro lado, a parte transversa do operador 
de corrente é dada por J_ i(ç) e J\(q).
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Apêndice D
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EQUIVALENCIA EN TR E A EQUAÇAO DE SCH RO EDING ER NO ESPAÇO  
COLETIVO E A EQUAÇÃO DE GRIFFIN-HILL-W HEELER
Seja a eq. de GHW:
J  (K(a,  a') -  E I ( a , a ')) f (a ')da' = 0 (D. 1)
Suponhamos que uk(a) seja uma autofunção que diagonalize / ( a ,  c/), isto é:
J  I (a ,a ' )u k(a')da' = nkuk(a) (D. 2)
onde:
J  Uk(oi)uk{oe')dk = 8(a — a') (D.3)
J  Uk(ac)uk'(oi)da = S(k — k') (DA)
Multiplicando (D .l) por uk(a), integrando em a, usando (D.2):
J  K(a,a')uk(a)f(oi')da'da — E  J  nkuk(o(t)f(o(,)da, — 0
Definindo o autovetor momento no espaço coletivo:
| k >= —Lz í  Uk(a) | a  > da (D.5) 
y/rik J
Então, teremos:
j  < a' | H  j k > f{a')doí =  E  J  y/n ^u k(a,) f ( a l)da'
Usando (D.3), poderemos reescrever a eq. acima de uma outra forma:




J  V nk’ < k1 \ H  \ k > Uk'{a")f(ot.")dk'da.'! =  E  j  y/nkUk(oc')f(a')dat (D.6)
Seja:
g(k) =  J  y ^ u k(oi)f(oc)da (£>.7)
Levando (D.7) em (D.6):
J  < k '  \ Ê \ k >  g(k')dk' =  Eg{k') (D. 8)
Logo, escrevermos (D .l) numa eq. do tipo Schrõedinger implicou em diagonalizarmos o 
operador Hamiltoniano, projetado no subespaço Sc gerado por | k >. Definimos o projetor 
neste subespaço como:
S  = J  \ k x k \ d k  (D.9)
45
Apêndice E
A PÊN D IC E E
UFSC/1994
DIAGONALIZAÇAO DA H AM ILTONIANA NO  
ESPAÇO COLETIVO.
Souza Cruz e Weiss [13,14], construíram a Hamiltoniana de muitos corpos utilizando o 
potencial de Skyrme, que propõe uma interação com termos de dois e três corpos:
i,j " i,j,k
A escolha deles deveu-se ao sucesso, mostrado por este potencial, na descrição de fenô­
menos coletivos segundo um tratamento microscópico. A descrição da interação nuclear via 
(E .l), permite-nos obter simultaneamente o raio e energia de ligação para núcleos de camada 
fechada [36].
V(t , j )  =  fo(l +  z o .P * )^ * (* ) -* 0 ’) )  +  y  s ( x ( i )  -  x ( j ) j í e ( i j ) 2+
+  t2k ( i j ) ó l  x(i) -  x{ j) ) Íc(i,j) +  VSo ( i , j )  (E.2)+ k ( i , j )26[ x ( i ) - x ( j )
V ( i , j , k ) = t3êÇx(i) -  x ( j ) ^ 6 ^ x ( j )  -  x (k ) j  (E.3)
KhJ) = ^  (k*) - PU)) (EA)
1 -I- ài.ôr3
Pa =  operador de troca de spin;
ài =  matriz de Pauli para o nucleon “i” ;
XQ,tQ,t\,<25^ 3 =  parâmetros ajustados aos dados experimentais da energia de ligação e 
raio nuclear;
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O I o termo em (E.2) descreve a contribuição local paxa V (i , j )  com termo paxa troca de 
spin, enquanto os 2o e 3o termos nos dão interações dependentes de momento, que simulam 
efeitos de não localidade. O 4o termo representa a interação spin-órbita paxa 2 corpos.
A equação (E.3) descreve uma interação de três corpos de alcance zero, ou seja, potencial 
local do tipo S.
Para cada conjunto de parâmetros ajustados experimentalmente em (E.2), designamos 
o potencial de SKYRME I, SKYRME II, etc.
Usaxemos o potencial de SKYRME III, pois é o que melhor representa os resultados 
experimentais. Para este potencial, temos:
t0 = -1128.75 MeV /m 3; h  =  395.0 MeV /m 5;
<2 =  —95.0 MeV /m 5; tz =  14000.0 MeV /m 6;
ujq = 120.0 MeV jfm5; x Q =  0.45
No nosso caso, como trabalhamos com núcleos de camada fechada, o termo de interação 
spin-órbita se anula em (E.2).
No capítulo 2 adotamos o caminho de diagonalizarmos a Hamiltoniana coletiva no sube­
spaço coletivo, de modo a obtermos os estados nucleaxes. Podemos obter esta Hamiltoniana 
na representação coletiva de momento: < k\H\k' >. Por meio de uma transformada de 
Fourier, podemos apresentax, também, a representação de posição : < x\H\x' >.
< 5 1 *  >  =  - i £  i *  >  { E i )
P\x > =  x\x >
Q e P  são os operadores canonicamente autoconjugados em Sc, obtidos da projeção de 
Q e P  neste subespaço coletivo.
Entretanto, com o intuito de obtermos expressões explícitas para os termos de massa e 
potencial coletivo, é conveniente termos uma representação escrita numa forma canônica, em 
termos dos operadores de momento e coordenada. Paxa tanto, pode-se seguir a metodologia 
já  desenvolvida nas referências [13,14], a qual resumiremos aqui.




< n\Hc\n' > = J  < n\x >< x\Hc\x' >< x'\n' > dxdx' 
=  J<p*n(x) <  x\Ê\x ' > ipn>(x')dxdx'
Definindo:
x +  x'x =
Então:
/
Ç = x - x '
{E. 6)
= J  <Pn(X) { J  e'*P < X + ^ \H\x -  |  >  d( j  W ( x)dx
O operador entre chaves depende de P  e Q, como pretendiamos, e é a representação de 
Weyl-Wigner da Hamiltoniana coletiva. Podemos, agora, explicitar a forma desta Hamilto- 
niana através da expansão da expressão < x -f > na não localidade £:
(E. 7)
71=0
p(m )^(m )(g) ;= {p, {p, {p, £("*)(£)}...}}
m—anticomutadorea
•»(.) =  / ( < x  + Í\H\X _ í >d£ =ml
-I (—i)m Lml 2 (E. 8)
Lembrando que o operador de projeção S  não deve mudar as regras de comutações entre 
P  e Q, podemos trabalhar com estes em (E.8).
No caso do potencial de SKYRME, temos a expansão em (E.7) naturalmente truncada 
para termos de ordem superior ao 2o, já  que, neste caso:
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[4  [ô, [q,H = 0 (E. 9)
Visto que a interação nuclear deve ser par por reversão temporal, e sabendo que Q é par 
e P  é impar segundo esta reversão, segue que a série (E.7) deve ser não nula apenas para 
termos com m =par, ou seja:
H (m) = 0, m = impar (E. 10)
Levando em conta (E.10) e (E.9):
onde:
(E. 11)
ê (Q )  = =  2 Ê & \Q )  
M(Q)
(E. 12)
V(Q) = £<°>(Q) (E. 13)
è (Q )  é chamado de parâmetro de massa, enquanto V(Q) de potencial coletivo. 
Assim, usando este formalismo, Souza Cruz e Weiss obtiveram analiticamente:
I o: O16
J _  =  l (
M(Q) » 1=  - < 1  + 0.02( — )4 +  0.08(— ) 2 +  0.34ao o, 0 e 7“o (£.14)
Q Q Q \ 2V(Q) = 137.39 +  { -1.10(-*-) -  21.89(— ) -  114.22(-^-) -  447.36 } e 7ao +
ao ao «o
+  { 1.68(— )6 +  20.99(— )4 +  57.12Í— )2 +  158.451 (£.15)
0-0 ao ao






1 - ± < i  + 0.0003(— ) 8 +  0.00067(— ) 6 +  0.023(-^-)4 +  0 . 1 1 l Ã 2+  ao ao a o ao
+0.03767
-lOp2 
19 ai (E .17)
V(Q) = 767.99 +  { -  0.03(— ) 10 -  0.63(— ) 8 -  5.26(— ) 6 -  71.53(— ) 4-
üq ao a,o üq
Q \ 12-386.3l(— ) -  1252.8 }e l9a3 +  { 0.003(— ) +  0.092(^-) +  1.0(— ) +  
aQ I I ao ao ao
Q Q Q+5.164(— ) +  62.8(— ) +  212.l l ( — ) +  473.86 
ao ao ao
Ï j-« £ (£.18)




Assim, obtido fi"c, devemos escolher uma base apropriada de forma a diagonalizá-lo.
Por simplificação, tomamos como base o conjunto de autovetores \gj > , descritos em 
termos de uma base de osciladores harmônicos coletivos, com parâmetro de tamanho bo'
Hc\9j -E'j\dj > (£ .21)
(£.22)
n= 0
|n > =  autofunção de oscilador harmônico.
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R E ST A U R A N D O  A  SIM E T R IA .
Seja (2.1) o autoestado de GHW, associado ao sistema com eixo “z” como a direção 
de excitação. A particularização deste eixo nos dá autoestados que não possuem momento 
angular bem definido. Por outro lado, sabemos que tanto a interação eletromagnética, quanto 
a nuclear, são invariantes segundo uma rotação nos ângulos.
Assim, de modo a restaurarmos a simetria angular, devemos projetar (2.1) num espaço 
de bom momento angular. Isto é feito através do projetor de Peierl-Yoccoz [3]:
p L k  =  J  D JMK(a)R(Q)<m (F .i)
onde:
R(to) =  operador de rotação;
Dm k Í®) — função de Wigner.
Dm k ÍP) = <  JM\R(Ü)\JK > (F.2)
R(to) = e~i^1 Jz e~'^2 Jy e~i^aJz (F. 3)
to = (P3, P2, Pi) = âng. de Euler;
J, M ,  K  são o momento angular do sistema e suas projeções num eixo genérico e eixo 
“z” , respectivamente.
Logo, o novo autoestado no espaço de bom momento angular será:
I*MK  > =  f  , !  . K x m M m  > ( ^ )
8’  3 {n jm Ky
onde:
N m k  — < ^ W m k Pm k H >
é o fator de normalização de \$ m K >
Podemos reescrever (F.4) como:
\®m k  >= ~ "— >
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CÁLC U LO  DO  FATOR D E  N O R M A L IZ A Ç Ã O
De (F.5), temos que:
N m k  = <  Í)\Pm k Pm k \1I) >
Usando as propriedades do operador P ^ k  [27]:
( Pm k )  =  Pr m  (*2-1)
P m k P m 'K> — f> JJ't> M 'K pM K ' (^ -2)
Pm k Pm k  =  Pk  (^-3)
Procedendo conforme no capítulo 4 para o cálculo de ( Jc{q) ) , obtemos:
V / m n
(N r ) eikae - ik'a' < a'\P£\a > dada'dkdk' {GA)\ KJmn 4tt2 J  ^  ^
Explicitando Pj^ através de (F .l), observando que M  =  0:
(\tJ\ 2J +  1 f Hm(k') H n(fc) ika ik’ai
x < 0|e - ia'p*R(Çl)eiah  |0 > Pj(cos/32)dada'dkdk'dn (G.5)
Pj(x)  =  polinómio de Legendre de ordem J.
Mas,
R(Q)eiap« =  eisJ3 
onde a e P  estão definidos nas expressões (4.17) e (4.18).
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[Â'3,Â*] = -^2 a '«  cos oan
i = i f
A*, A' A  ^  ^a.a8a%
( N J ) _  2 J +  1 f  H m(fc ) ^
 ^ 0)mn 32tt4 J  y/rTk7 ^
(G. 9)
_  0,1 a c°s 
xe e **oe 2bo P j(cos ^ 2)dot'dadk'dkdíl (G. 10)
A integral acima é equivalente às integrais resolvidas no capítulo 4. Assim, seguindo os 
mesmos passos que antes, obtemos para a transição «7 =  0+ —► «7 =  1” :
, n  3 (1 +  ( - l ) n+1) m!2 mA mA n




( l  + ( - l ) m)rn'.2mA mA nc 
) ">» “ ---------- 2( ^ M j ---------- *"
onde , A j  é dado por:
A* = (m )
3
W L „  =  ( m  =  ímpar )
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